Développement : Calcul des intégrales de Fresnel.
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Référence :
1. 131 dev pour 'agreg

Enoncé :

Nous avons les résultats suivants pour les intégrales de Fresnel :

too 1 too 1
/ sin(t?)dt = - T et / cos(t?)dt = —\/E
; 2\ 2 ; 2\ 2

Enoncé/plan du livre :
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2. Pour f: R — C la fonction périodique vérifiant :

1. On montre que [ = duet J = fjozo 2" ds convergent.

vz € [0,1], f(z) = ¥,

On montre que f est somme de sa série de Fourrier et que pour tout n € Z, son n-iéme

coefficients de Fourier est
9 —n/2+1

cn(f) =€z / 2 s
-n/2

3. On calcul J, et on conclut.

Résolution :

1. Démontrons la convergence de l'intégrale I. La fonction u +— e™u~'/? étant continue sur

10, +00], il s’agit de montrer que la fonction est intégrable sur ]0,1] et sur [1, 4+o0].
Pour u €]0, 1], on a la majoration suivante
6iu

V| TV

Or comme u — —= est intégrable sur ]0,1], ¢’est bine intégrable.
Considérons A > 1. Gréce a une i.p.p, on obtient

/A eiu P eiA €i N 1 /A eiu 4
u = - =+ = ——du.

L Vu VA 1 20 ), ud/?
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Or lim <= =0 et la fonction u — 55
A—foo VA u
eiu

u — -5 Uest aussi. On a donc que la limite lorsque A tends vers l'infinie de notre intégrable
converge. Elle est donc intégrable sur ]0, 400 et donc I'intégrale I converge.

1

majorée par u — u~>/? intégrable sur [1,4-o0[, donc




Pour démontrer la convergence de .J, on va utiliser le changement de variable v = 27s? qui est
un C'-difféeomorphisme de 0, +oo[ sur ]0,+oc[, et donc Vintégrale ["° ™ ds est de méme
nature que

400 et 1
/ _ Y -1
0o 2V2m/u 2V 21
qui converge. Ainsi, f0+°° %™ s converge et par parité de la fonction z — e
également.

; 2
Zime” ] converge

. Comme f est continue sur R et de classe C! par morceaux, le théoréme de dirichlet nous assure
que la série de Fourrier de f converge normalement vers f sur R.
Calculons les coefficients de Fourier de f. Pour tout n € Z, on a :

1
Cn(f> — / 62i7rx26—2i7rna:dx
0

Lo
_ / eZMr(x —nx) dr
0

1
_ / 621‘7r((ac—n/2)2—712/4)dl,
0
. 2 1 . 2
— eimmn /2/ 6217r(mfn/2) dr
0

On effectue le changement de variable affine s =  — n/2 dans la derniére intégrable et on

obtient bien
9 —n/2+1

co(f) =™z / 2 s
-n/2

kL
co(f) = / e*™ ds

k

. Pour tout k € Z, on a

d’aprés la question précédente. Comme l'intégrale J converge, la série ), cor(f) converge
également et on a :

+o00 400 —k+1 ,
Z co(f) = Z / e ds = J.

-k

k=—o0 k=—o0

Par ailleurs, f est la somme de sa série de Fourier, donc :

“+o00

Vo €R, f(z) = Y calf)e*™

n=—oo

En évaluant cette égalité en x =0 et x = %, on obtient

0= 3 el @ f(5)= 3 a1
On en déduit que
+o00 400
7= 3 el =1 Y ednat (= {002
k=—00 n=-—oo

soit




Par identification des partie réelles et imaginaires avec les parité des fonctions ¢ — sin(t?) et
t +— cos(t?), on trouve

o0 1 +o0 1
/ sin(27s?)ds = ~ et / cos(2ms?)ds = ~.
0 4 0 4

Pour finir, il suffit de réaliser le changement de variable linéaire ¢t = +/27s, qui nous permet de

finalement établir
+o0 1 +oo
/ sin(t?)dt = — T et / cos(t?)dt =
0 0
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